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low[v] := kleinste dfs-Nummer, die man von v aus durch einen
gerichteten Pfad aus (beliebig vielen) Baumkanten und

maximal elner Restkante erreichen kann.
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Satz: (Hall, Heiratssatz)
Ein bipartiter graph G=(AuB, E) enthalt ein
Matching M der Kardinalitat [M|=|A| gdw
v XCA : |X| = IN(X)|
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Beweis:
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Satz 1.53. Sei G = (A W B, E) ein k-regularer bipartiter Graph. Dann
gibt es My,...,Mysodass E = M; ...’ My und alle M;, 1 <1i <K,
perfekte Matchings in G sind.
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Ein M-augmentierender Pfad P ist ein Pfad, der abwechselnd Kanten
aus M und nicht aus M enthalt und der in von M nicht Uberdeckten
Knoten beginnt und endet.

= durch Tauschen entlang M kénnen wir das Matching vergréssern:
M =MeP
N— XOR

Satz (Berge, 1957): Jedes Matching, das nicht (kardinalitats-)
maximal ist, besitzt einen augmentierenden Pfad.

Algorithmus

Input: Graph G = (V, E)
Output: maximales Matching M

Starte mit M = @.
repeat

> Suche augmentierenden Pfad P.
o if kein solcher Pfad existiert then return M.
. elseM:=MaP.




Suchen/Finden eines augmentierenden Pfades:

> in bipartiten Graphen in Zeit O(|V|+|E|)

in allgemeinen Graphen in Zeit O(|V||E|).

BFS fur alternierende Pfade:
Input: bipartiter Graph G = (AwB,E), Matching M
Output: (kUrzester) augmentierender Pfad,

falls solche Pfade existieren

= {unUberdeckten Knoten aus A
Markiere Knoten aus Lo als besucht.

fori=1to n-’“kd(l
if i ungerade th
Li := {unbesuchte Nachbarn von Li.1
via Kanten |n|E \ ME)
else (falls i gerade)
Li := {unbesuchte Nachbarn von Li.1
via Kanten inlf/lj]

Markiere Knoten aus L als besucht.

if ein Knoten v in L; ist nicht Uberdeckt —
then return Pfad zu v (backtracking)

'Z(er\ Nur ,(ll.nl pa“S l Uhgel"adt,

. Mit BFS, sehen wir gleich.

Blossom-Algorithmus von Edmond,
deutlich technischer, sehen wir nicht.
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In bipartiten Graphen kann man in Zeit O( |V| |E| ) ein maximales
Matching bestimmen.

Hopcroft-Karp (1973): Idee: Suche augmentierende Pfade
.gleichzeitig”: Laufzeit O( |V|'/2|E]).

Satz: In k-regularen bipartiten Graphen kann man in Zeit O(|E|) ein
perfektes Matching bestimmen.
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Funktion ¢ erfullt

| . Uz, 2) < U(z,y) +4(y,2)  Vz,y,2 € [n]
Dreiecksungleichung:

1. Bestimme minimalen Spannbaum T
es gilt:  {(T) < opt(K,, ?)

2'. X:= Knoten mit ungeradem Grad in T
Bestimme mlmmales Matching M fir X
es g!/t f(M) < Opt(K £) [Beweis an der Tafel]

3. bestimme Eulertour W

ET)+¢M) < —Opt(K £)

es gilt: (W) = 24H<2epHkm4-

4. durchlaufe W, mit Abklrzungen, so
dass jeder Knoten nur einmal

besucht wird = Hamiltonkreis C
£(T) + (M) < S0pt(K,, 7)

es git: ((C) < (W) = 24F=<2epHirr4- E; ";;g’ﬁ:* sleithueny
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Definition 1.56. Eine (Knoten-)Farbung (engl. (vertez) colouring)
eines Graphen G = (V, E) mit k Farben ist eine Abbildung c: V — [k],
sodass gilt

c(u) # c(v) fiir alle Kanten {u,v} € E.

Bsp.

Die chromatische Zahl (engl. chromatic number) x(G) ist die mi-
nimale Anzahl Farben, die fiir eine Knotenfarbung von G benotigt
wird.

Au-ernuh'v .

Aquivalente Formulierung: x(G) =k gdw. G k-partit
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Spezialfall: x(G) =2 gdw. G bipartit
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Satz: Fir jedes k > 3 ist das Problem
»,Gegeben ein Graph G = (V, E), gilt x(G) = k ?¢

NP-vollstandig.

Alternativen?

Exponentieller Algorithmus?  Ja, mit Inklusion/Exklusion. (Polynomieller
Speicher und Zeit O(2.2"))

Approximationen? Nein. FUr jedes € > 0 ist es NP-schwer,
eine n'-e-Approximation zu finden.

Spezialfalle? Ja. Wir werden einige Arten von Graphen
sehen, fur die es gute Algorithmen gibt.

Satz 1.59 (Vierfarbensatz). Jede Landkarte lasst sich mit vier Farben
farben.

\/U‘%*Jﬂn vir's mal  2u (05@.,\

GREEDY-FARBUNG (G)
1: wahle eine beliebige Reihenfolge der Knoten: V = {v;,...,v,}
2: clvi] «1
Bfori=2toi=ndo
4: c[vi] — min{k € N| k # c(u) fiir alle u € N(v;) N {vy,...,vi 1}

Satz 1.60. Sei G ein zusammenhangender Graph. Fiir die Anzahl Far-
ben C(G), die der Algorithmus GREEDY-FARBUNG benétigt, um die
Knoten des Graphen G zu farben, gilt

x(G) < C(G) <A(G) +1.

Ist der Graph als Adjazenzliste gespeichert, findet der Algorithmus
die Farbung in Zeit O(|E|).
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Beobachtung:
Gilt fur die (gewahlte) Reihenfolge  |N(vi) n {vi,..., Vil <k v2<i<n,
dann bendtigt der Greedy-Algorithmus héchstens k+1 viele Farben.

Heuristik:
vn = Knoten vom kleinsten Grad. L&sche vn.
vn-1 := Knoten vom kleinsten Grad im Restgraph. L&sche vn.1. lteriere.

Falls G=(V,E) erfullt:
In jedem Subgraphen gibt es einen Knoten mit Grad < k
= Heuristik liefert Reihenfolge vj,...,v, fur die der Greedy-

Algorithmus hoéchstens k+1 Farben bendtigt

Satz: Einen 3-farbbaren Graphen kann man
in Zeit O(|V| + |E|) mit O(y/|V|) Farben farben.

Algorithmus:
While es gibt Knoten v, der > mungeférbte Nachbarn hat:

Farbe v mit neuer Farbe und seine Nachbarn mit 2 weiteren neuen Farben.
Losche alle gefarbten Knoten. Der Restgraph hat Maximalgrad A < \/|I_\
Farbe verbleibende Knoten mit Greedy-Algorithmus mit A + 1neuen Farben.

Satz 1.64 (Satz von Brooks). Ist G = (V| E) ein zusammenhdngender

Graph, der weder vollstandig ist noch ein ungerader Kreis ist, also
G # K, und G # Cy41, so gilt

X(G) <A(G)

und es gibt einen Algorithmus, der die Knoten des Graphen in Zeit
O(|E|) mit A(G) Farben farbt.



Aufgabe 1 — Lateinisches Rechteck

Ein lateinisches r x n-Rechteck (r < n) ist eine Anordnung der Zahlen 1, ...
n Spalten, so dass in jeder Zeile und jeder Spalte jede Zahl hochstens einmal vorkommt. Ein

lateinisches n-Quadrat ist ein lateinisches n x n-Rechteck.

,n in r Zeilen und

W DN =
N W=
S
— 0

Beispiel eines lateinischen 3 x 4-Rechtecks.

Angenommen wir haben ein lateinisches r x n-Rechteck mit » < n gegeben. Wir wollen sehen,
ob wir es zu einem lateinischen n-Quadrat erweitern kénnen. Das heisst, wir wollen n — r weitere

Zeilen mit Zahlen aus 1,...,n zu dem Rechteck hinzufiigen, ohne eine Spalte oder eine Zeile in

der eine Zahl mehrfach vorkommt zu erhalten.

(a) Angenommen wir haben ein lateinisches r x n-Rechteck wie oben beschrieben. Wir wollen
zeigen, wann man dieses zu einem (7 + 1) x n-Rechteck erweitern kann. Beschreiben Sie, wie
man dieses Problem mit einem bipartiten Graphen G = (A W B, E') modellieren kann und
zeigen Sie, dass die Erweiterung genau dann moglich ist, wenn G ein perfektes Matching hat.

Hinweis: In (a) kann es hilfreich sein, die Knoten in A mit ‘Spalte 1°, ‘Spalte 2’,... zu labeln
und die Knoten aus B mit ‘Nummer 1’, ‘Nummer 2’..... Was sind dann die Kanten? Was ist die
entsprechende Bedeutung eines perfekten Matchings in Bezug auf das lateinische Quadrat?
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(b) Zeigen Sie, dass der in (a) konstruierte Graph regulér ist. Das heisst, zeigen Sie, dass es eine
ganze Zahl k gibt, sodass alle Knoten (sowohl die Knoten in A als auch die Knoten in B)
Grad genau k haben.



(c) Benutzen Sie ihr Ergebnis aus (b) um zu beschreiben, welche r x n-Rechtecke man zu einem
lateinischen n-Quadrat erweitern kann.




Einfihrung Wahrscheinlichkeit

Definition 2.1. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist bestimmt
durch eine Ergebnismenge Q = {w;, w,,...} von Elementarereig-
nissen. Jedem Elementarereignis w; ist eine (Elementar-)Wahr-
scheinlichkeit Pr[w;] zugeordnet, wobei wir fordern, dass 0 < Prlw;] <

1 und
Z Prlw] = 1.

we

Eine Menge E C Q heisst Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit Pr[E]
eines Ereignisses ist definiert durch

Pr[E]:= ) Prlwl.

Ist E ein Ereignis, so bezeichnen wir mit E:= O\ E das Komplemen-
tarereignis zu E.
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Lemma 2.2. Fiir Ereignisse A, B, A, Ay, ... gilt:
1. Pr[0] =0, Pr[Q] = 1.
2. 0<PrlA] < 1.
3. Pr[A] =1—Pr[Al.
4, Wenn A C B, so folgt Pr[A] < Pr[B].

5. (Additionssatz) Wenn die Ereignisse A;,...,A, paarweise dis-
junkt sind (also wenn fiir alle Paare i # j gilt, dass A;NA; = 0),
so folgt

Pr [O Al] = i PI'[AI]
i=]

i=1
F'ir eine unendliche Menge von disjunkten Ereignissen A;, A,,...
gilt analog

Pr [@, Ai] - iPr[Ai].
1,2, und 3. sollte Llar sein,
4. Aclk < (weA = web)
< PrlA)- 3 P £ 2 PO =P ]
<> Pr(AY < P-[6)
5, A;nAJ“’—ﬂ’ Vu’ﬁed
= weA = wkh;  Vix

— PY\[OA, = %Pr[&] , sz. Pr[-g,Ai]::le“[A-']

1=1



Satz 2.3. (Siebformel, Prinzip der Inklusion/Ezklusion)
Fiir Ereignisse A,,...,A, (n > 2) gilt:

Pr [0 Ai] = i Pr[A;] — Z Pr[Ai, NAL]l+—...

im] i=1] ]Si] <i.2$n

+ (D" Y PrA N NA+ -

1<{i<...<ii1<n

+ (-1 .PrlA;Nn...NnA,LL

EXﬂvv\plc. h=21+

nion Bound
Satz 2.4. (Boolesche Ungleichung) Fiir Ereignisse A,,...,A, gilt

Pr | Ai‘ < ) PrlAjl.
i=1 f=]

geordnet | ungeordnet

k (n+k—l)

mit Zuriicklegen n "

ohne Zuriicklegen nk ()




